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Toward a Normative Theory of Crop Yield Skewness
Abstract
While the preponderance of empirical studies point to negative crop yield skewness in a wide variety of
contexts, the literature provides few clear insights on why this is so. The purpose of this paper is to make three
points on the matter. We show formally that statistical laws on aggregates do not suggest a normal yield
distribution. We explain that whenever the weather-conditioned mean yield has diminishing marginal
product, then there is a disposition toward negative skewness in aggregate yields. This is because a high
marginal product in bad weather states stretches out the left tail of the yield distribution relative to that of the
weather distribution. Turning to disaggregated yields, we decompose unconditional skewness into weather-
conditioned skewness plus two other terms and study each in turn.
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A b s t r a c t  
W h i l e  t h e  p r e p o n d e r a n c e  o f  e m p i r i c a l  s t u d i e s  p o i n t  t o  n e g a t i v e  c r o p  y i e l d  s k e w n e s s  i n  a  
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p u r p o s e  o f  t h i s  p a p e r  i s  t o  m a k e  t h r e e  p o i n t s  o n  t h e  m a t t e r .  W e  s h o w  f o r m a l l y  t h a t  s t a t i s t i c a l  
l a w s  o n  a g g r e g a t e s  d o  n o t  s u g g e s t  a  n o r m a l  y i e l d  d i s t r i b u t i o n .  W e  e x p l a i n  t h a t  w h e n e v e r  t h e  
w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  m e a n  y i e l d  h a s  d i m i n i s h i n g  m a r g i n a l  p r o d u c t ,  t h e n  t h e r e  i s  a  d i s p o s i t i o n  
t o w a r d  n e g a t i v e  s k e w n e s s  i n  a g g r e g a t e  y i e l d s .  T h i s  i s  b e c a u s e  a  h i g h  m a r g i n a l  p r o d u c t  i n  b a d  
w e a t h e r  s t a t e s  s t r e t c h e s  o u t  t h e  l e f t  t a i l  o f  t h e  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  r e l a t i v e  t o  t h a t  o f  t h e  w e a t h e r  
d i s t r i b u t i o n .  T u r n i n g  t o  d i s a g g r e g a t e d  y i e l d s ,  w e  d e c o m p o s e  u n c o n d i t i o n a l  s k e w n e s s  i n t o  
w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  s k e w n e s s  p l u s  t w o  o t h e r  t e r m s  a n d  s t u d y  e a c h  i n  t u r n .  
 
K e y w o r d s :  c o n d i t i o n a l  d i s t r i b u t i o n ,  c r o p  i n s u r a n c e ,  n e g a t i v e  s k e w n e s s ,  s p a t i a l  h e t e r o g e n e i t y ,  




I n t r o d u c t i o n  
C r o p  y i e l d  d i s t r i b u t i o n s  a r e  u s e d  t o  m o d e l  r i s k  e x p o s u r e s ,  a n d  a l s o  a s  a n  i n p u t  i n  i n f o r m e d  
r a t i n g - m a k i n g  w h e n  d e s i g n i n g  a n d  m a r k e t i n g  c r o p  i n s u r a n c e .  A s  a  r e a d i n g  o f  r e c e n t  l i t e r a t u r e  
o n  c r o p  y i e l d  m o d e l i n g  s h o u l d  c o n f i r m ,  i t  i s  a  c o n t r o v e r s i a l  t o p i c  ( J u s t  a n d  W e n i n g e r  1 9 9 9 ;  K e r  
a n d  G o o d w i n  2 0 0 0 ;  A t w o o d ,  S h a i k ,  a n d  W a t t s  2 0 0 2 ,  2 0 0 3 ;  S h e r r i c k  e t  a l .  2 0 0 4 ) .  O n e  
d i f f i c u l t y  i s  w i t h  a p p r o p r i a t e  c o n d i t i o n i n g  o f  e m p i r i c a l  d a t a .  P l o t s  d i f f e r  a c r o s s  s p a c e  b e c a u s e  
o f  c l i m a t e  a n d  s o i l  v a r i a t i o n ,  w h i l e  d i f f e r e n t  t e c h n o l o g i e s  m a y  a l s o  b e  u s e d .  S o  c o n c e r n s  a b o u t  
t h e  e f f e c t s  o f  s p a t i a l  a g g r e g a t i o n  n a t u r a l l y  a r i s e .  T h e r e  m a y  a l s o  b e  t e m p o r a l  a n d  s p a t i a l  
h e t e r o g e n e i t i e s  i n  s c r u t i n i z e d  d a t a  d u e  t o  r a n d o m  w e a t h e r  e v e n t s .  C o m p l e t e  c o n t r o l  o v e r  t h e s e  
d i f f e r e n c e s  i s  p r a c t i c a l l y  i m p o s s i b l e .   
W h i l e  c a s e s  i n  w h i c h  s k e w n e s s  i s  l i k e l y  p o s i t i v e  h a v e  b e e n  i d e n t i f i e d  i n  D a y  ( 1 9 6 5 )  a n d  
a l s o  R a m i r e z ,  M i s r a ,  a n d  F i e l d  ( 2 0 0 3 ) ,  t h e  m a j o r i t y  o f  s t u d i e s  h a v e  e s t i m a t e d  n e g a t i v e  
s k e w n e s s  ( N e l s o n  a n d  P r e c k e l  1 9 8 9 ;  S w i n t o n  a n d  K i n g  1 9 9 1 ;  M o s s  a n d  S h o n k w i l e r  1 9 9 3 ;  
R a m i r e z ,  M i s r a ,  a n d  F i e l d  2 0 0 3 ;  A t w o o d ,  S h a i k ,  a n d  W a t t s  2 0 0 2 ,  2 0 0 3 ) .  T h i s  i s  a t  v a r i a n c e  
w i t h  t h e  s u g g e s t i o n  t h a t  t h e  c r o p  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  s h o u l d  b e  n o r m a l  a n d  s o  s h o u l d  h a v e  z e r o  
s k e w n e s s ,  i n  l i g h t  o f  s t a t i s t i c a l  l i m i t  c o n s i d e r a t i o n s .  R e f e r r i n g  t o  a  v e r s i o n  o f  t h e  C e n t r a l  L i m i t  
T h e o r e m  ( C L T ) ,  J u s t  a n d  W e n i n g e r  ( p .  3 0 2 )  s t a t e  “ C e n t r a l  l i m i t  t h e o r y  t h u s  c a l l s  i n t o  q u e s t i o n  
t h e  n o n n o r m a l  e m p i r i c a l  r e s u l t s  f o u n d  t o  d a t e  w i t h  a g g r e g a t e  t i m e - s e r i e s  d a t a . ”  O n  t h e  o t h e r  
h a n d ,  G o o d w i n  a n d  M a h u l  ( 2 0 0 4 ,  p p .  1 3 - 1 4 )  a n d  o t h e r s  h o l d  t h a t  s p a t i a l  d e p e n d e n c e  a n d  
s y s t e m i c  r i s k  f a c t o r s  m e a n  a  s t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  C L T  i s  n o t  a p p r o p r i a t e .
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 W e  s e e  a  
n e e d  f o r  c l a r i f i c a t i o n .   
A p a r t  f r o m  J u s t  a n d  W e n i n g e r  ( 1 9 9 9 ) ,  t w o  o t h e r  p a p e r s  h a v e  s o u g h t  t o  p r o v i d e  f o u n d a t i o n s  
f o r  t h e  o r i g i n  o f  o b s e r v e d  y i e l d  s k e w n e s s .  K e r  a n d  G o o d w i n  ( 2 0 0 0 ,  p .  4 6 5  a n d  F i g .  1 )  r e a s o n  
                                                 
1
 W a n g  a n d  Z h a n g  ( 2 0 0 3 )  u s e  d e p e n d e n t  v e r s i o n s  o f  t h e  C L T ,  b u t  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  e s t i m a t i n g  
a  c r o p  i n s u r a n c e  c o m p a n y ’ s  p o r t f o l i o  r i s k  a s  t h e  n u m b e r  o f  r i s k s  g r o w s ,  n o t  f o r  i d e n t i f y i n g  
y i e l d  d i s t r i b u t i o n s .  A s  w e  w i l l  e x p l a i n ,  i t  i s  m o r e  m e a n i n g f u l  t o  u s e  C L T  w h e n  s t u d y i n g  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  a  s u m  t h a n  w h e n  s t u d y i n g  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  a n  a v e r a g e .  
2  
 
t h a t  a g g r e g a t i n g  o v e r  s o m e  w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  s h o u l d  p r e d i s p o s e  
u n c o n d i t i o n a l  y i e l d  t o w a r d  n e g a t i v e  s k e w n e s s  w h e n e v e r  t h e  w e a t h e r  v a r i a b l e  i s  i t s e l f  
n e g a t i v e l y  s k e w e d .  F o c u s i n g  o n  t h e  s m a l l  p l o t  l e v e l  o f  a n a l y s i s ,  H e n n e s s y  ( 2 0 0 8 )  h a s  s h o w n  
t h a t  t h e  l a w  o f  t h e  m i n i m u m  t e c h n o l o g y  t o g e t h e r  w i t h  s t o c h a s t i c  r e s o u r c e  a v a i l a b i l i t i e s  c a n  
s u p p o r t  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  s k e w n e s s .  E f f o r t s  t o  t i g h t l y  c o n t r o l  t h e  l e f t  t a i l  o f  a  r e s o u r c e  
a v a i l a b i l i t y  c a n  c r e a t e  a  n e g a t i v e  s k e w n e s s  t e n d e n c y .  I r r i g a t i o n ,  h o w e v e r ,  m a y  i n c r e a s e  
s k e w n e s s  b y  c o m p l e t e l y  e l i m i n a t i n g  a  s o u r c e  o f  y i e l d  s h o r t f a l l .   
A s s u m i n g  a  g e n e r a l  t e c h n o l o g y  a n d  d e a l i n g  w i t h  a g g r e g a t i o n  i s s u e s ,  t h i s  p a p e r  m a k e s  t h r e e  
m a i n  p o i n t s .  W e  i n v o k e  t h e  s y s t e m i c - i d i o s y n c r a t i c  r i s k  d e c o m p o s i t i o n  t h a t  i s  w i d e l y  u s e d  i n  
f i n a n c i a l  r i s k  t h e o r y  ( L e R o y  a n d  W e r n e r  2 0 0 1 ) .
2
 T h e  f i r s t  p o i n t  i s  t h a t  s t a t i s t i c a l  l a r g e  n u m b e r  
a n d  l i m i t  l a w s  a s s e r t  m o r e  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  a n  a v e r a g e  t h a n  j u s t  c o n v e r g e n c e  t o  
n o r m a l i t y .  I n  s p e c i f i c a t i o n s  r e l e v a n t  t o  m o d e l i n g  m e a n  c r o p  y i e l d s ,  t h e  l a w s  a l s o  p r o v i d e  a  
l i m i t i n g  v a l u e  o f  z e r o  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  v a r i a n c e .  I n  s h o r t ,  i n  t h e  a g g r e g a t e  o n l y  t h e  
d i s t r i b u t i o n  o f  s y s t e m i c  r i s k  s o u r c e s  r e m a i n s  a s  a  d e t e r m i n a n t  o f  t h e  c r o p  y i e l d  d i s t r i b u t i o n .  
T h e  r e l e v a n c e  o f  s t a t i s t i c a l  l a r g e  n u m b e r  a n d  l i m i t  l a w s  t o  c r o p  y i e l d  d i s t r i b u t i o n s  h a s  l o n g  
b e e n  r e c o g n i z e d  ( H i r s h l e i f e r  1 9 6 1 ) .  Y e t  t h e  s t a t e  o f  t h e  c r o p  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  m o d e l i n g  
l i t e r a t u r e  s u g g e s t s  t h a t  w h a t  t h e y  i m p l y  f o r  t h a t  c o n t e x t  n e e d s  t o  b e  p a r s e d .  
O u r  s e c o n d  m a i n  p o i n t  i s  c o n s t r u c t i v e .  I t  c o n c e r n s  t h e  r o l e  o f  w e a t h e r  c o n d i t i o n i n g  a n d  s o  
c a n  b e  s e e n  a s  a  f o r m a l i z a t i o n  o f  a n d  d e v e l o p m e n t  o n  t h e  a f o r e m e n t i o n e d  g r a p h i c a l  a r g u m e n t  
i n  K e r  a n d  G o o d w i n  ( 2 0 0 0 ) .  W e  c l a r i f y  t h a t ,  b e c a u s e  o f  a  r e s u l t  i n  v a n  Z w e t  ( 1 9 6 4 ) ,  a  
b e n e f i c i a l  r a n d o m  s y s t e m a t i c  w e a t h e r  f a c t o r  w i t h  d e c r e a s i n g  m a r g i n a l  p r o d u c t  e n s u r e s  t h a t  t h e  
y i e l d  d i s t r i b u t i o n  w i l l  h a v e  s m a l l e r  ( i . e . ,  m o r e  n e g a t i v e )  s k e w n e s s  t h a n  t h a t  o f  t h e  u n d e r l y i n g  
w e a t h e r  f a c t o r .  I n t u i t i v e l y  t h i s  i s  b e c a u s e ,  i n  t h e  c h a n g e  o f  r a n d o m  v a r i a b l e s  f r o m  w e a t h e r  
                                                 
2
 P o r t f o l i o  t h e o r y  c o u l d ,  a n d  s o m e t i m e s  d o e s ,  s e e k  t o  m o d e l  s p a t i a l  d i m e n s i o n s  t o  s y s t e m i c  
r i s k .  T h e r e  o f  c o u r s e  i t  i s  n o t  g e o g r a p h i c  d i s t a n c e  b u t  r a t h e r  a t t r i b u t e  d i s t a n c e  t h a t  i s  m o d e l e d ,  
a s  w h e n  f o o d  c o m p a n y  s h a r e s  a r e  g r o u p e d  t o  b e  m o r e  s i m i l a r  t o  e a c h  o t h e r  t h a n  t o  d e f e n s e  
c o m p a n y  s h a r e s .  
3  
 
f a c t o r  t o  y i e l d ,  t h e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n ’ s  c o n c a v i t y  s t r e t c h e s  o u t  t h e  l e f t  t a i l  o f  t h e  w e a t h e r  
f a c t o r  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  n e g a t i v e  b e n t  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  e m p i r i c a l  l i t e r a t u r e  o n  y i e l d  
s k e w n e s s .   
O u r  t h i r d  m a i n  p o i n t  i s  t o  r e l a t e  s k e w n e s s  o f  a g g r e g a t e  y i e l d s  t o  s k e w n e s s  o f  l o c a l  y i e l d s ,  
w h e r e  l o c a l  i d i o s y n c r a s i e s  p l a y  a  r o l e .  W e  d e c o m p o s e  t h e  r e l a t i o n s h i p  i n t o  t h r e e  t e r m s  a n d  
s t u d y  e a c h  i n  t u r n .  O n e  i s  t h e  s y s t e m i c  e f f e c t  o n  a g g r e g a t e  y i e l d s ,  s t u d i e d  i n  p o i n t  t w o .  A n o t h e r  
i s  t h e  s k e w n e s s  o f  t h e  l o c a l  i d i o s y n c r a s i e s ,  w h e r e  t h e  i m p a c t  o n  u n c o n d i t i o n a l  s k e w n e s s  i s  
c l e a r .  F i n a l l y  t h e r e  i s  t h e  c o v a r i a n c e  b e t w e e n  s y s t e m a t i c  f a c t o r  c o n d i t i o n e d  m e a n  y i e l d  a n d  
c o n d i t i o n e d  v a r i a n c e  a s  t h e  s y s t e m a t i c  f a c t o r  v a r i e s .  T h i s  c o v a r i a n c e  c o u l d  p l a u s i b l y  b e  o f  
e i t h e r  s i g n ,  d e p e n d i n g  o n  t h e  n a t u r e  o f  t h e  l o c a l  i d i o s y n c r a t i c  r a n d o m n e s s .  
T h e  p a p e r ’ s  l a y o u t  i s  a s  f o l l o w s .  W e  f i r s t  p r o v i d e  a n  a n a l y s i s  u n d e r  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
p r o d u c t i o n  p l o t s  a r e  h o m o g e n e o u s .  O n e  d e d u c t i o n  i s  t h e n  p r o b e d  f o r  i m p l i c a t i o n s  o n  y i e l d  
s k e w n e s s .  T h e  c a s e  o f  p l o t  h e t e r o g e n e i t y  i s  t h e n  a d d r e s s e d .  U p o n  i n t r o d u c i n g  a  d i s a g g r e g a t e d  
i d i o s y n c r a t i c  r i s k  c o m p o n e n t ,  a n  e x p r e s s i o n  r e l a t i n g  c o n d i t i o n a l  s k e w n e s s  w i t h  u n c o n d i t i o n a l  
s k e w n e s s  i s  p r e s e n t e d  a n d  a n a l y z e d .  A  b r i e f  d i s c u s s i o n  c o n c l u d e s .   
 
A n a l y s i s  u n d e r  Y i e l d  A g g r e g a t i o n  
F o r  a n y  p l o t  o f  l a n d ,  w e  c o n s i d e r  t h r e e  c o n t r i b u t i o n s  t o  t h e  y i e l d  r e a l i z a t i o n .  I ) :  T h e  l a n d  c o u l d  
d i f f e r  i n n a t e l y  f r o m  o t h e r  p l o t s  b e c a u s e  o f  e n d o w m e n t s .  T h i s  c o n t r i b u t i o n  i s  n o t  r a n d o m ,  a n d  
w e  w i l l  r e f e r  t o  i t  a s  s p a t i a l  h e t e r o g e n e i t y  o r  l a n d  h e t e r o g e n e i t y .  I I ) :  T h e r e  c o u l d  b e  a  s y s t e m i c  
f a c t o r ,  s u c h  a s  w e a t h e r ,  t h a t  i s  c o m m o n  t o  a l l  p l o t s ,  b u t  r e a l i z a t i o n s  c o u l d  d i f f e r  f r o m  y e a r  t o  
y e a r .  T h e n  t h e r e  w o u l d  b e  a  c o m m o n  y i e l d  a c r o s s  p l o t s  e a c h  y e a r ,  b u t  t h i s  y i e l d  w o u l d  v a r y  
f r o m  y e a r  t o  y e a r .  I I I ) :  T h e r e  c o u l d  b e  a  l o c a l  i d i o s y n c r a t i c ,  o r  L I ,  f a c t o r .  T h i s  c o n t r i b u t i o n  
i n v o l v e s  d i f f e r e n t  y i e l d  r e a l i z a t i o n s  f o r  o t h e r w i s e  i d e n t i c a l  p l o t s  i n  t h e  s a m e  y e a r ,  p e r h a p s  
b e c a u s e  o f  l o c a l  w e a t h e r ,  p e s t ,  o r  i n f r a s t r u c t u r e  p r o b l e m s .  I n  t h i s  s e c t i o n  i t  w i l l  b e  a s s u m e d  
t h a t  t h e  y i e l d  o b s e r v a t i o n  i s  a t  a n  a g g r e g a t e d  l e v e l ,  p e r h a p s  a t  t h e  t o w n l a n d  o r  c o u n t y  l e v e l .  
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W e  w i l l  f i r s t  j o i n t l y  c o n s i d e r  s y s t e m i c  ( c o n t r i b u t i o n  I I )  a n d  i d i o s y n c r a t i c  s o u r c e s  o f  t e m p o r a l  
r a n d o m n e s s  ( c o n t r i b u t i o n  I I I ) .  W e  w i l l  t h e n  a l l o w  f o r  c o n t r i b u t i o n  I ,  s p a t i a l  h e t e r o g e n e i t i e s .  
 
H o m o g e n e o u s  L a n d  
O u r  s t a t i s t i c a l  m o d e l  o f  c r o p  y i e l d s  i s  a s  f o l l o w s .  T h e r e  a r e  n  l a n d  u n i t s  o f  e q u a l  a r e a  i n  a  
d e f i n e d  g e o g r a p h i c  r e g i o n .  T h e  l a n d  u n i t s  a r e  h o m o g e n e o u s  i n  t h a t  t h e y  a r e  a g r o n o m i c a l l y  
i d e n t i c a l ,  f a c e  t h e  s a m e  s y s t e m i c  w e a t h e r  e v e n t s ,  a n d  a r e  f a r m e d  i n  t h e  s a m e  w a y .  Y i e l d  i s  
r a n d o m  i n  t w o  s e n s e s .  T h e r e  i s  s y s t e m i c  r a n d o m n e s s  b u t  a l s o  l o c a l  i d i o s y n c r a s i e s .  F i r s t l y ,  
c o n d i t i o n a l  o n  s o m e  ‘ w e a t h e r  f a v o r a b i l i t y ’  i n d e x  [ 0 , 1 ]w W∈ = ,  y i e l d  o n  t h e  i t h  l a n d  u n i t  i s  t h e  
r a n d o m  r e a l i z a t i o n  ( )
i
y w  w i t h  s u p p o r t  o n  s o m e  i n t e r v a l  Y .  T h i s  i s  c o n t r i b u t i o n  I I I ) .   
T h e s e  c o n d i t i o n a l  d r a w s  ( ) , {1 , . . . , }
i
y w i n∈ ,  a r e  i n d e p e n d e n t  a n d  f r o m  t h e  i d e n t i c a l  
c o n d i t i o n a l  d i s t r i b u t i o n  
|
( ) : [ 0 , 1 ]
w
i
F y Y →  w i t h  m e a n  ( )wµ .  H e r e  t h e  w e a t h e r  f a v o r a b i l i t y  
i n d e x  i s  g i v e n  c o n t e n t  b y  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  ( )wµ  i s  a  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  f u n c t i o n .  D e f i n e  t h e  
i n v e r s e  f u n c t i o n  a s  
1
( )w yµ −= .  S e c o n d l y ,  c o n t r i b u t i o n  I I  i s  m o d e l e d  b y  l e t t i n g  n a t u r e  d r a w  a  
w  f r o m  d i s t r i b u t i o n  ( )G w  w h e r e  b o u n d e d  d e n s i t y  ( )g w  e x i s t s  e v e r y w h e r e  o n  w W∈ .  T h e  
f o l l o w i n g  e x  a n t e ,  o r  w e a t h e r  u n k n o w n ,  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  i s  i d e n t i f i e d  i n  t h e  A p p e n d i x .  
P r o p o s i t i o n  1 .  S u p p o s e  i )  l a n d  i s  h o m o g e n e o u s  w i t h  y i e l d s  g i v e n  b y  i n d e p e n d e n t l y  





F y ,  a n d  i i )  t h e  
w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  m e a n  y i e l d  ( )wµ  e x i s t s  a n d  i s  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g .  L e t  w e a t h e r  b e  
d i s t r i b u t e d  a c c o r d i n g  t o  ( )G w o n  w W∈  w h e r e  t h e  d e n s i t y  e x i s t s  e v e r y w h e r e  o n  t h e  s u p p o r t .  
T h e n  t h e  r e g i o n ’ s  l i m i t i n g  e x  a n t e  d i s t r i b u t i o n ,  a s  n → ∞ ,  o f  m e a n  c r o p  y i e l d  i s  r e p r e s e n t e d  b y  
( )T y  w h e r e  
1




T h e  p r o p o s i t i o n  s h o w s  t h a t  L I  a r e  a v e r a g e d  o u t  u n d e r  t h e  S t r o n g  L a w  o f  L a r g e  N u m b e r s ,  
l e a v i n g  o n l y  t h e  s y s t e m i c  c o m p o n e n t .  T h e  p o i n t  h e r e  i s  t h a t  n o n - s y s t e m i c  r i s k s  w i l l  b e  
d r o w n e d  o u t  i n  t h e  f a c e  o f  a r e a - w i d e  s y s t e m i c  w e a t h e r  r i s k s  s o  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
s y s t e m i c  c o m p o n e n t  d o m i n a t e s  a n d  t h e r e  i s  n o  s p e c i a l  r o l e  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  O n e  
m a y  w o n d e r  h o w  r o b u s t  t h i s  c o n c l u s i o n  i s  w h e n  c r o p  y i e l d s  a r e  c l e a r l y  p o s i t i v e l y  c o r r e l a t e d  
o v e r  s p a c e .  N o t e  f i r s t  w h e n  t h i n k i n g  t h i s  t h r o u g h  t h a t  m u c h  i f  n o t  m o s t  o f  t h i s  d e p e n d e n c e  m a y  
n o t  p e r s i s t  a f t e r  c o n d i t i o n i n g  o n  a  s y s t e m i c  w e a t h e r  f a c t o r .   
S u p p o s e  f o r  t h e  m o m e n t  o n e  c a n  c o n t r o l  f o r  a  s y s t e m i c  f a c t o r  a n d  t h a t  t h e r e  o n l y  r e m a i n  
d e p e n d e n t  L I .  C L T  r e s u l t s  a l l o w  s p a t i a l  d e p e n d e n c e  a m o n g  L I  t o  e x i s t .  I n d e e d ,  W a n g  a n d  
Z h a n g  ( 2 0 0 3 )  i n  t h e i r  s t u d y  o f  c r o p  i n s u r a n c e  r i s k  p o o l i n g  o p p o r t u n i t i e s  h a v e  a l l o w e d  f o r  f i n i t e  
r a n g e  d e p e n d e n c e ,  w h e r e b y  y i e l d s  a r e  a s s u m e d  t o  b e  i n d e p e n d e n t  b e y o n d  a  d e f i n e d  s p a t i a l  
d i s t a n c e .  T h e  v a r i a n c e  o f  m e a n  y i e l d  s t i l l  c o n v e r g e s  t o  z e r o .  I n  t h e i r  e m p i r i c a l  s t u d y ,  W a n g  a n d  
Z h a n g  ( 2 0 0 3 )  u s e d  c o u n t y  d a t a  f o r  w h e a t ,  s o y b e a n s ,  a n d  c o r n  a c r o s s  2 , 0 0 0  t o  2 , 6 4 0  c o u n t i e s  i n  
t h e  U n i t e d  S t a t e s  o v e r  1 9 7 2 - 1 9 9 7 .  T h e y  f o u n d  t h e  d i s t a n c e  f o r  a n y  p o s i t i v e  d e p e n d e n c e  t o  b e  a t  
m o s t  5 7 0  m i l e s  a n d  i n  m a n y  c a s e s  m u c h  l e s s .  T h e y  d i d  n o t  c o n t r o l  f o r  w e a t h e r ,  s o  t h e i r  
d i s t r i b u t i o n  i s  l a r g e l y  d u e  t o  w e a t h e r  a n d  n o t  t o  w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  i d i o s y n c r a t i c  r i s k s .  T h e i r  
r a n g e  c o n c l u s i o n s  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  f o u n d  i n  G o o d w i n  ( 2 0 0 1 )  f o r  I l l i n o i s ,  I n d i a n a ,  a n d  I o w a  
c o r n  p r o d u c t i o n ,  w h e r e  s p a t i a l  c o r r e l a t i o n  d e c l i n e s  t o  0 . 1  b y  2 0 0  m i l e s  i n  t y p i c a l  y e a r s  a n d  b y  
4 0 0  m i l e s  i n  d r o u g h t  y e a r s .  
O f  w h a t  r e l e v a n c e  i s  a l l  t h i s  w h e n  i n t e r p r e t i n g  P r o p o s i t i o n  1 ?  T h a t  d e p e n d s  o n  h o w  d a t a  a r e  
b e i n g  a g g r e g a t e d .  I f  y i e l d  d a t a  a r e  f r o m  a  s m a l l  a r e a  t h e n  o n e  c a n  r e a s o n a b l y  a s s u m e  a  
c o m m o n  w  r e a l i z a t i o n  f o r  a l l  l a n d  a t  i s s u e .  I f  d a t a  a r e  f r o m  a  l a r g e r  a r e a  t h e n  a  s p a t i a l  
s t o c h a s t i c  p r o c e s s  i s  a p p r o p r i a t e .  L e t  ( , )w i j  a n d  ( , )y i j  b e  w e a t h e r  a n d  y i e l d  r a n d o m  v a r i a b l e s  
a t  m a p  c o o r d i n a t e  ( , )i j ,  ( , ) {1 , . . . , } {1 , . . . , }i j I J∈ × ,  w h e r e  w e a t h e r  f o l l o w s  t h e  a r b i t r a r y  j o i n t  
d i s t r i b u t i o n  [ ( 1 , 1 ) , ( 1 , 2 ) , . . . , ( , 1 ) , ( , ) ]G w w w I J w I J− .  T h e n  
1
( , ) ( , )w i j i jµ −= ,  a n d  y i e l d  
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f o l l o w s  t h e  j o i n t  d i s t r i b u t i o n  
1 1 1 1
[ ( 1 , 1 ) , ( 1 , 2 ) , . . . , ( , 1 ) , ( , ) ]G I J I Jµ µ µ µ− − − −− .  I n t r o d u c i n g  t h e  
s p a t i a l  d e p e n d e n c i e s  a d d s  a  l a y e r  o f  n o t a t i o n  t o  t h e  f i n d i n g  i n  P r o p o s i t i o n  1  b u t  d o e s  n o t  
c h a n g e  t h e  u n d e r l y i n g  r e s u l t .  
L o c a l  w e a t h e r  v a r i a t i o n s  a r e  a  l a r g e  c o m p o n e n t  o f  l o c a l  i d i o s y n c r a s i e s .  I t  i s  d i f f i c u l t  t o  
d i s e n t a n g l e  t h e  t w o  w h e n  p r e s e n t i n g  a  f o r m a l  m o d e l  o f  s p a t i o - t e m p o r a l  y i e l d  r a n d o m n e s s  r i s k ,  
a n d  e v e n  m o r e  s o  a s  a  p r a c t i c a l  m a t t e r .  B u t  n o  m a t t e r  h o w  o n e  l o o k s  a t  i t ,  t h e  n o r m a l  
d i s t r i b u t i o n  s h o u l d  h a v e  n o  s p e c i a l  r o l e  i n  u n d e r s t a n d i n g  h o w  a v e r a g e s  a r e  d i s t r i b u t e d .  S u p p o s e  
t h a t  i )  a l l  p r a c t i c a l  c o n d i t i o n i n g  p r o b l e m s  h a v e  b e e n  s o r t e d  o u t ,  i n c l u d i n g  t h e  t h o r n y  i s s u e  o f  
s p a t i a l  c o r r e l a t i o n s  i n  w e a t h e r ,  a n d  t h a t  i i )  a  C L T  a p p l i e s  t o  w h a t  i s  l e f t .  T h e n  m e a n  y i e l d  w i l l  
h a v e  z e r o  v a r i a n c e  a t  t h e  l i m i t .  M o r e  p o s i t i v e l y ,  w h i l e  w e  m a y  n o t  k n o w  h o w  t o  c o n d i t i o n  w e l l  
o r  h a v e  t h e  r e q u i s i t e  d a t a ,  t h e  o b s e r v e d  d i s t r i b u t i o n  s h o u l d  b e  s e e n  t o  r e f l e c t  w h a t  h a s  n o t  b e e n  
c o n d i t i o n e d  o n  a n d  n o t  t o  h a v e  b e e n  f o r m e d  b y  C L T .  
U p o n  r e f l e c t i o n ,  o n e  m a y  c o n c l u d e  t h a t  P r o p o s i t i o n  1  i s  a n  a l m o s t  t r i v i a l  ( i f  f o r m a l )  
a p p l i c a t i o n  o f  s t a t i s t i c a l  l a w s .  W e  d o  n o t  d i s a g r e e  b u t  s e e  i t s  m e r i t s  o n  t w o  f r o n t s .  F i r s t l y ,  y i e l d  
r a n d o m  v a r i a b l e s  a r e  r e a l i z a t i o n s  o f  a n  u n k n o w n  s p a t i o - t e m p o r a l  p r o c e s s  w h e r e  y i e l d s  a t  e a c h  
p o i n t  i n  s p a c e  n e e d  f u r t h e r  c o n d i t i o n i n g  t o  a c c o u n t  f o r  r e l e v a n t  a g r o n o m i c  a t t r i b u t e s .  G i v e n  t h e  
c o m p l e x i t y  o f  t h e  c o n t e x t ,  q u i t e  w h a t  t o  c o n d i t i o n  o n  c a n  b e  l o s t  i n  t h e  m i x  s o  t h a t  h o w  
s t a t i s t i c a l  l a w s  a p p l y  w a r r a n t s  f o r m a l  d e l i n e a t i o n .  I n  a d d i t i o n  t h e  p r o c e d u r e  o f  f o r m a l  
d e l i n e a t i o n  r e v e a l s  a  r e l a t i o n s h i p  t h a t  i s  i m p o r t a n t  i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e  y i e l d  d i s t r i b u t i o n ,  
n a m e l y ,  
1
( ) [ ( ) ]T y G yµ −= .  
N o t i c e  t h a t  t h e  p r o c e s s  o f  a r r i v i n g  a t  ( )T y  i n  P r o p o s i t i o n  1  i s  a n  e x a m p l e  o f  t h a t  u b i q u i t o u s  
s t a t i s t i c a l  t e c h n i q u e ,  t h e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s .  O u r  p a p e r ’ s  s e c o n d  m a i n  p o i n t  a r i s e s  f r o m  a  
c o n s i d e r a t i o n  o f  w h a t  e f f e c t  t h i s  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s ,  a s  t h e  w e a t h e r  v a r i a b l e  c h a n g e s  t o  t h e  
y i e l d  v a r i a b l e ,  h a s  o n  t h e  s k e w n e s s .  F o r  s o m e  r a n d o m  v a r i a b l e  η ,  a n d  w i t h  [ ]⋅E   a s  t h e  
e x p e c t a t i o n  o p e r a t o r ,  r e c a l l  t h a t  t h e  s k e w n e s s  s t a t i s t i c  i s  
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I n  T h e o r e m  2 . 2 . 1  o n  p .  1 0  a n d  l a t e r  r e m a r k s  o n  p .  1 6  o f  h i s  s e m i n a l  w o r k  o n  c o n v e x  
t r a n s f o r m a t i o n s  o f  r a n d o m  v a r i a b l e s ,  v a n  Z w e t  ( 1 9 6 4 )  e s t a b l i s h e d  t h e  f o l l o w i n g .  P r o v i d e d  t h e  
s k e w n e s s  s t a t i s t i c s  e x i s t ,  t h e n  a n y  t r a n s f o r m e d  r a n d o m  v a r i a b l e  ( )Lξ η=  h a s  a  s m a l l e r  
s k e w n e s s  s t a t i s t i c  t h a n  η  w h e n e v e r  ( )L η  i s  i n c r e a s i n g  a n d  c o n c a v e .  T h u s  w e  h a v e   
P r o p o s i t i o n  2 .  M a k e  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  P r o p o s i t i o n  1 ,  a n d  a l s o  t h a t  ( )wµ  i s  c o n c a v e  w h i l e  
t h e  s k e w n e s s  s t a t i s t i c s  e x i s t .  T h e n  y i e l d  s k e w n e s s  i s  s m a l l e r  t h a n  w e a t h e r  i n d e x  s k e w n e s s ,  o r   
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S o  i f  m e a n  y i e l d  i s  a n  i n c r e a s i n g  a n d  c o n c a v e  f u n c t i o n  o f ,  s a y ,  g r o w i n g  d e g r e e  d a y s ,  t h e n  
m e a n  c r o p  y i e l d  i s  m o r e  n e g a t i v e l y  s k e w e d  t h a n  i s  g r o w i n g  d e g r e e  d a y s .  I n  p a r t i c u l a r ,  i f  
g r o w i n g  d e g r e e  d a y s  h a s  z e r o  s k e w n e s s ,  t h e n  m e a n  c r o p  y i e l d  w i l l  h a v e  n e g a t i v e  s k e w n e s s .  T o  
d e v e l o p  s o m e  i n t u i t i o n  o n  t h i s ,  c o n s i d e r  t h e  p r o b a b i l i t y  m a s s  g i v e n  t o  e a c h  o f  w e a t h e r  i n d e x  
i n t e r v a l  [ , ]
l l
w w δ+  a n d  i n d e x  i n t e r v a l  [ , ]h hw w δ+  w h e r e  h lw w>  a n d  0δ > .  F o r  { , }j l h∈ ,  
t h e  p r o b a b i l i t y  w e i g h t i n g  o n  i n t e r v a l  [ , ]
j j
w w δ+  i s  t r a n s f o r m e d  t o  a p p l y  o v e r  y i e l d  i n t e r v a l  
[ ( ) , ( ) ]
j j
w wµ µ δ+ ,  w h e r e  c o n c a v i t y  e n s u r e s  t h a t  ( ) ( ) ( ) ( )l l h hw w w wµ δ µ µ δ µ+ − > + − .  T h e  
t r a n s f o r m a t i o n  s t r e t c h e s  t h e  l e f t  t a i l  d e n s i t y  w e i g h t i n g s  o v e r  a  c o m p a r a t i v e l y  l a r g e r  i n t e r v a l  i n  
t h e  y i e l d  v a r i a b l e  a n d  c o n t r a c t s  t h e  r i g h t  t a i l  w e i g h t i n g s .  T h i s  c r e a t e s  a  t e n d e n c y  t o w a r d  t h e  
s o r t  o f  l e f t - t a i l  t o  r i g h t - t a i l  a s y m m e t r y  a s s o c i a t e d  w i t h  n e g a t i v e  s k e w n e s s .  F i g .  1  i l l u s t r a t e s .   
A n  a l t e r n a t i v e  m e a n s  o f  m a k i n g  t h e  s a m e  o b s e r v a t i o n  i s  t h r o u g h  d i f f e r e n t i a t i n g  ( )T y  t o  
o b t a i n  d e n s i t y   
8  
 





( ) ( )
( ) [ ( ) ] .
( ) /
w y
d y g w
t y g y










A s  t h e  n u m e r a t o r  ( ) /w wµ∂ ∂  i s  d e c l i n i n g  i n  w ,  t h e  y i e l d  d e n s i t y  a t  t h e  s a m e  q u a n t i l e ,  o r  f i x i n g  
1
( )w yµ −= ,  i s  i n c r e a s i n g  i n  w .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  y i e l d  d i s t r i b u t i o n ’ s  l e f t  t a i l ’ s  d e n s i t y  i s  
s t r e t c h e d  l o n g e r  a n d  t h i n n e r  u p o n  m a p p i n g  f r o m  w e a t h e r  d o m a i n  t o  y i e l d  d o m a i n .  
N o t e  t h a t  a  c o n c a v e  ( )wµ  w o u l d  s u g g e s t  a  c a r d i n a l  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  w e a t h e r  
f a v o r a b i l i t y  i n d e x  i n  t h a t  e x p e c t e d  y i e l d  h a s  d e c r e a s i n g  m a r g i n a l  p r o d u c t  i n  t h e  i n d e x .  T h e  
w e a t h e r  f a v o r a b i l i t y  i n d i c e s  t h a t  c o m e  t o  m i n d ,  s u c h  a s  g r o w i n g  d e g r e e  d a y s  o r  t h e  m o i s t u r e  
s t r e s s  i n d e x ,  a r e  c a r d i n a l  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  s c i e n t i f i c  m e a s u r e s .  A s  i n  S c h l e n k e r  ( 2 0 0 6 )  a n d  
S c h l e n k e r ,  H a n e m a n n ,  a n d  F i s h e r  ( 2 0 0 6 ) ,  i t  m a y  b e  n e c e s s a r y  t o  i n c l u d e  a  s e p a r a t e  i n d e x  f o r  
h a r m f u l l y  h i g h  d e g r e e  d a y s .  A  s e c o n d  b u t  r e l a t e d  i s s u e  i s  w h e t h e r  c o n c a v i t y  a n d  m o n o t o n i c i t y  
p r o p e r t i e s  a p p l y .  W e a t h e r  e x t r e m e s  a r e  s e l d o m  g o o d  f o r  c r o p s  s u i t e d  t o  a  g i v e n  c l i m a t i c  r e g i o n .  
W h i l e  y i e l d  w i l l  l i k e l y  n o t  b e  m o n o t o n e  i n  p r e c i p i t a t i o n  o r  t e m p e r a t u r e ,  i t  s h o u l d  b e  m o n o t o n e  
i n c r e a s i n g  i n  a  w e l l - d e s i g n e d  w e a t h e r  f a v o r a b i l i t y  i n d e x .  T h e r e  r e m a i n s  t h e  i s s u e  o f  c o n c a v i t y .  
A l t h o u g h  u s i n g  d i s p a r a t e  a p p r o a c h e s  a n d  c o n t e x t s  a n d  a l t h o u g h  n o t  s e e k i n g  e v i d e n c e  o n  
c o n c a v i t y ,  P o r t e r  a n d  S e m i n o v  ( 1 9 9 9 ,  2 0 0 5 ) ,  S c h l e n k e r  ( 2 0 0 6 ) ,  A l m a r a z  e t  a l .  ( 2 0 0 8 )  a n d  
o t h e r s  f i n d  t h a t  a n  i n c r e a s e  i n  i n t e r - a n n u a l  w e a t h e r  v a r i a n c e  r e d u c e s  a v e r a g e  c r o p  y i e l d .  T h i s  
s u g g e s t s  a n  o v e r a l l  c o n c a v e  s h a p e .  
E x a m p l e  1 .  C o n s i d e r  a  s i n g l e - i n p u t  M i t s c h e r l i c h - B a u l e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n  r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  m e a n  y i e l d  a n d  w e a t h e r :   






λµ λ λ −= −  
w h e r e  
0 1 2
0 , 0 , 0w λ λ λ> ≥ > >  t o  e n s u r e  a  p o s i t i v e ,  i n c r e a s i n g ,  c o n c a v e  r e l a t i o n .  L e t  w  b e  
n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  m e a n  θ  a n d  v a r i a n c e  2σ  s o  t h a t  s k e w n e s s  f o r  t h e  w e a t h e r  
d i s t r i b u t i o n  i s  z e r o .
3
 A s  f o r  y i e l d  s k e w n e s s ,  u s e  o f  m o m e n t  g e n e r a t i o n  f u n c t i o n s  f o r  t h e  n o r m a l  
                                                 
3
 A s  i s  t y p i c a l  w h e n  w o r k i n g  w i t h  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  l e f t  t a i l  p r o b l e m  o f  w  s u c h  t h a t  
9  
 
d i s t r i b u t i o n  s h o w s  t h a t   
( 5 )  
[ ]
( ) ( )
2 2 2 2
2 2
0 . 5
( ) 1 2 0 ,w e e
λ σ λ σµϒ = − − + <  
w h e r e  d e t a i l s  a r e  p r o v i d e d  i n  t h e  A p p e n d i x .  T h e  f u n c t i o n  i s  d e c r e a s i n g  i n  b o t h  t h e  r e l a t i v e  
c u r v a t u r e  p a r a m e t e r  
2
λ  a n d  t h e  w e a t h e r  i n d e x  v a r i a n c e  p a r a m e t e r  2σ .  
 
H e t e r o g e n e o u s  L a n d  
I n  t h i s  s u b - s e c t i o n  t h e  m o d e l  i s  e x t e n d e d  s o  t h a t  l a n d  i s  n o  l o n g e r  h o m o g e n e o u s .  I n  p a r t i c u l a r ,  
l a n d  a t t r i b u t e  [ 0 , 1 ]z Z∈ =  f o l l o w s  c o n t i n u o u s l y  d i f f e r e n t i a b l e  d i s t r i b u t i o n  ( )M z .  C o n d i t i o n a l  
o n  a n y  g i v e n  v a l u e  o f  z ,  t h e r e  a r e  n  l a n d  u n i t s  o f  e q u a l  a r e a  i n  a  d e f i n e d  g e o g r a p h i c  r e g i o n .  
Y i e l d  o n  t h e  i t h  l a n d  u n i t  i s  ( ; )
i
y w z .  T h e s e  c o n d i t i o n a l  d r a w s  a r e  i n d e p e n d e n t  a n d  f r o m  t h e  




F y  w i t h  m e a n  ( , )w zµ ,  w h i c h  i s  a s s u m e d  t o  b e  
i n c r e a s i n g  a n d  d i f f e r e n t i a b l e  i n  b o t h  a r g u m e n t s .  D e f i n e  t h e  a t t r i b u t e - c o n d i t i o n e d  i n v e r s e  a s  
( ; )w h y z=  a n d  t h e  w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  i n v e r s e  a s  ( ; )z r y w= .   
P r o p o s i t i o n  3 .  L e t  a )  l a n d  b e  h e t e r o g e n e o u s  w i t h  y i e l d s  g i v e n  b y  i . i . d .  w e a t h e r -  a n d  y i e l d -




F y ,  a n d  l e t  b )  t h e  w e a t h e r  a n d  l a n d  a t t r i b u t e  c o n d i t i o n a l  m e a n  
y i e l d  ( , )w zµ  e x i s t .  L e t  w e a t h e r  a n d  l a n d  a t t r i b u t e s  b e  d i s t r i b u t e d  a c c o r d i n g  t o  
( ) : [ 0 , 1 ]G w W →  a n d  ( ) : [ 0 , 1 ]M z Z → ,  r e s p e c t i v e l y ,  i n  e a c h  c a s e  w i t h  d e n s i t i e s  d e f i n e d  o v e r  
t h e  e n t i r e  s u p p o r t .  T h e n ,  a s  n → ∞ ,  t h e  r e g i o n ’ s  




L y  w h e r e  
|
( ) [ ( ; ) ]
w
L y M r y w= .  




T y  w h e r e  
|
( ) [ ( ; ) ]
z
T y G h y z= .  
                                                                                                                                                          
( ) 0wµ <  i s  a s s u m e d  t o  b e  n e g l i g i b l e  a n d  i s  i g n o r e d .   
1 0  
 
i i i )  u n c o n d i t i o n a l  l i m i t i n g  m e a n  c r o p  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  i s  r e p r e s e n t e d  b y  ( )T y  w h e r e  ( )T y =  
[ ( ; ) ] ( ) [ ( ; ) ] ( )
Z W




A g a i n ,  i n  e a c h  c a s e  t h e  l i m i t i n g  d i s t r i b u t i o n  i s  t h a t  i n  w h i c h  t h e  i d i o s y n c r a t i c  r a n d o m n e s s  
i s  i g n o r e d .  T h e  u s u a l  l e f t - t a i l  p r o b l e m  a s i d e ,  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  m a y  o r  m a y  n o t  r e s u l t .  B u t  
i t  h a s  n o  s p e c i a l  p l a c e  i n  t h e  a n a l y s i s .  
 
R e l a t i n g  C o n d i t i o n a l  a n d  U n c o n d i t i o n a l  M o m e n t s  
I n  t h i s  s e c t i o n  w e  i n t r o d u c e  a n  L I  t h a t  i s  n o t  a v e r a g e d  a w a y ,  s o  t h e  s c a l e  o f  a n a l y s i s  i s  a t  t h e  
s m a l l  p l o t  l e v e l .  T h e  m a r g i n a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  y i e l d  a t  s o m e  a r b i t r a r i l y  c h o s e n  i t h  l o c a t i o n  w i t h  
f i x e d  z  a t t r i b u t e s  i s  ( ) : [ 0 , 1 ]F y Y → ,  w h e r e  w e  w i l l  h e n c e f o r t h  d r o p  t h e  l o c a t i o n  a n d  z  
i n d i c a t o r s  i n  o r d e r  t o  a v o i d  n o t a t i o n a l  c l u t t e r .  T h e  u n c o n d i t i o n a l  m e a n  y i e l d  i s  µ =  
( ) ( )
W
w d G wµ
∫
 a n d  t h e  c o n d i t i o n e d  d e v i a t i o n  i n  m e a n  y i e l d  i s  ( ) ( )w wδ µ µ= − .  T h e  r e s i d u a l  
b e t w e e n  i t h  l o c a t i o n  y i e l d  a n d  t h e  c o n d i t i o n a l  m e a n  i s  ( ) ( )w y wε µ= − .  T h i s  d i f f e r e n c e  a r i s e s  
f r o m  L I .  O f  c o u r s e ,  
|
( ) ( ) 0
w
Y
w d F yε =
∫
.  W e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  c o m p a r i n g  t h e  c o n d i t i o n a l  a n d  
u n c o n d i t i o n a l  e x p e c t a t i o n s  o f  s o m e  m e a n - n o r m a l i z e d  f u n c t i o n  
( 6 )  
[ ]
( ) ( ) ( ) ,S y S w wµ ε δ− = +  
w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  o f  i n t e r e s t  w i l l  a l l  b e  o f  k t h  m o m e n t  f o r m  
[ ]
( ) ( )
k
w wε δ+ .  W i t h  
( ) /
j j
S y∂ ⋅ ∂  a s  t h e  j t h  d e r i v a t i v e  o f  f u n c t i o n  ( )S ⋅ ,  a  t h i r d - o r d e r  T a y l o r ’ s  s e r i e s  e x p a n s i o n  
a r o u n d  ( ) 0wε =  i d e n t i f i e s   















( ) ( )



























∂ ⋅ ∂ ⋅






1 1  
 
U s e  t h e  n o t a t i o n  f o r  k t h  c o n d i t i o n a l  a n d  u n c o n d i t i o n a l  m o m e n t s :  
( 8 )  
[ ]
[ ] [ ]
( ) |
( ) |
C o n d i t i o n a l : ( | ) ( ) ( ) ;







C y w y w d F y








N o t i n g  t h a t  
( 1 )
( | ) 0C y w = ,  i n s e r t  ( 7 )  a s  [ ]
k
y µ−  i n t o  t h e  ( ) ( )kC y  e q u a t i o n  i n  ( 8 )  t o  e s t a b l i s h   
( 9 )  
[ ]
2








( ) ( ) ( ) ( | ) ( )
2
1 ( )








C y S w d G w C y w d G w
y
S

















N o w  l e t
4
 
( 1 0 )  
[ ]
3
( ) ( ) ( ) ,S y y w wµ µ δ− = − +  
s o  t h a t  t h e  t h i r d - o r d e r  a p p r o x i m a t i o n  i n  ( 7 )  i s  e x a c t .  R e l a t i o n  ( 9 )  b e c o m e s   
( 1 1 )  
[ ]
3
( 3 ) ( 2 ) ( 3 )
( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ,
W W W
C y w d G w w C y w d G w C y w d G wδ δ= + +
∫ ∫ ∫
 
a s  i d e n t i f i e d  i n  H e n n e s s y  ( 2 0 0 8 ) .  W e  a r e  i n t e r e s t e d  i n  b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  t h e  s i g n s  o f  t h e s e  
t h r e e  r i g h t - h a n d  t e r m s .   
S u p p o s e  t h a t ,  c o n d i t i o n a l  o n  w ,  t h e r e  c a n  b e  o n l y  t w o  s t a t e s  o f  n a t u r e  w h e r e  w  i s  a s s u m e d  
t o  b e  s o m e  b e n e f i c i a l  g r o w t h  f a c t o r  s u c h  a s  g r o w i n g  d e g r e e  d a y s .  T h e r e  c a n  b e  g o o d  o v e r a l l  
g r o w i n g  c o n d i t i o n s  i n  t h e  l o c a l i t y  w i t h  p r o b a b i l i t y  pi  a n d  y i e l d  ( )gy w ,  a n d  a l s o  b a d  o v e r a l l  
g r o w i n g  c o n d i t i o n s  w i t h  p r o b a b i l i t y  1 pi−  a n d  y i e l d  ( )by w .  O f  c o u r s e ,  ( ) ( )g by w y w w≥ ∀ ∈  
W  w h i l e  ( ) / 0 , { , }
j
y w w w W j b g∂ ∂ ≥ ∀ ∈ ∈ .  S o m e  a l g e b r a  c o n f i r m s :  





( ) ( ) ( 1 ) ( ) ;
( | ) ( 1 ) ( ) ( ) ;




w y w y w
C y w y w y w









= − − −
 
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 C o n d i t i o n a l  a n d  u n c o n d i t i o n a l  k u r t o s i s  a n d  n o n - m o m e n t  s t a t i s t i c s  c a n  b e  c o m p a r e d  i n  a  
s i m i l a r  m a n n e r .  
1 2  
 
F u r t h e r  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  e q n .  ( 1 1 )  a r e  t h a t  ( ) ( ) 0
W
w d G wδ =
∫
,  m e a n i n g  t h a t  t h e  w e l l - k n o w n  
c o v a r i a n c e  d e c o m p o s i t i o n  l e a d s  t o   
( 1 3 )  
( 2 )
( 2 ) ( 2 )
( 2 ) ( 2 )
( ) ( | ) ( )
( ) ( ) ( | ) ( ) C o v ( ) , ( | )
C o v ( ) , ( | ) C o v ( ) , ( | ) ,
W
W W
w C y w d G w
w d G w C y w d G w w C y w







   
= − =




s i n c e  c o n s t a n t  µ  h a s  z e r o  c o v a r i a n c e  w i t h  a n y  o t h e r  v a r i a b l e .  
I n  l i g h t  o f  t h e  p o i n t s  m a d e  a b o v e ,  e q n .  ( 1 1 )  m a y  b e  w r i t t e n  a s   






T e r m  I
T e r m  I I
T e r m  I I I
( ) ( ) ( )
3 ( 1 ) C o v ( ) ( 1 ) ( ) , ( ) ( )
( 1 ) ( 1 2 ) ( ) ( ) ( ) .
W
g b g b
g b
W
C y w d G w
y w y w y w y w
y w y w d G w
δ
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upcurlybracketleft           upcurlybracketmid           upcurlybracketright
upcurlybracketleft         upcurlybracketmid        upcurlybracketright
 
W e  w i l l  l o o k  a t  e a c h  t e r m  i n  t u r n .  
T e r m  I .  T h i s  e x p r e s s i o n  h a s  a l r e a d y  b e e n  s t u d i e d  i n  P r o p o s i t i o n  2  a n d  t h e  d i s c u s s i o n s  
s u r r o u n d i n g  i t .  I t  i s  t h e  s y s t e m i c  c o m p o n e n t  o f  t h e  u n c o n d i t i o n a l  t h i r d  c e n t r a l  m o m e n t .  
 
T e r m  I I .  B y  t h e  c o v a r i a n c e  i n e q u a l i t y ,  T e r m  I I  i s  n e g a t i v e  w h e n e v e r  o n e  e x p r e s s i o n  i s  
i n c r e a s i n g  i n  w  w h i l e  t h e  o t h e r  i s  d e c r e a s i n g  i n  w .  N o w  ( ) / 0w wµ∂ ∂ ≥  a s  ( ) /jy w w∂ ∂ ≥  
0 , { , }w W j b g∀ ∈ ∀ ∈ ,  a n d  [ 0 , 1 ]pi ∈ .  T h e  s e c o n d  t e r m  i n  t h e  c o v a r i a n c e  e x p r e s s i o n  h a s  
d e r i v a t i v e  
{ }
2 ( ) ( ) ( ) / ( ) /
g b g b
y w y w y w w y w w
 
− ∂ ∂ − ∂ ∂
 
.  T h i s  i s  n e g a t i v e  i f  t h e  L I  a n d  
s y s t e m i c  r i s k  f a c t o r s  s u b s t i t u t e  b u t  p o s i t i v e  i f  t h e y  c o m p l e m e n t .  O u r  p r e s e n t  k n o w l e d g e  o n  
c r o p  p r o d u c t i o n  t h e o r y  s u g g e s t s  t h a t  b o t h  a r e  p o s s i b l e  w h e r e  t h e  c r o p  i n  q u e s t i o n ,  l o c a t i o n ,  a n d  
p r o d u c t i o n  p r a c t i c e s  w i l l  f a c t o r  i n t o  d e t e r m i n i n g  t h e  s i g n .  S o m e  e x a m p l e s  i l l u s t r a t e .  
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C A S E  A :  I f  ( ) ( )
g b
y w y w w Wλ= + ∀ ∈  w h e r e  0λ >  t h e n  ( ) / ( ) /g by w w y w w∂ ∂ ≡ ∂ ∂  a n d  
T e r m  I I  h a s  v a l u e  z e r o .   
C A S E  B :  I f  i n s t e a d  ( ) ( )
g b
y w y w w Wλ= + ∀ ∈  w h e r e  0λ >  a n d  ( )by ⋅  i s  s t r i c t l y  c o n c a v e  
t h e n  ( ) / ( ) /
g b
y w w y w w w W∂ ∂ < ∂ ∂ ∀ ∈  a n d  T e r m  I I  i s  n e g a t i v e .   
C A S E  C :  F i n a l l y ,  c o n s i d e r  a  s p e c i a l  i n s t a n c e  o f  t h e  v o n  L i e b i g  t e c h n o l o g y  a s  s p e c i f i e d  i n ,  
e . g . ,  B e r c k  a n d  H e l f a n d  ( 1 9 9 0 ) .  L e t  ( , ) m i n [ , ]y w wε ε=  w h e r e  g bε ε> ,  gε ε=  w i t h  
p r o b a b i l i t y  pi ,  a n d  bε ε=  w i t h  p r o b a b i l i t y  1 pi− .  T h e n 5   
( 1 5 )  
( ) m i n [ , ] ; ( ) m i n [ , ] ;
1         i f   1         i f   
( ) ( )
[ 0 , 1 ]   i f  ; [ 0 , 1 ]   i f  .
0        i f  0        i f  





y w w y w w
w w










= < = <
 
∂ ∂




= > = >
 
 
C l e a r l y ,  ( ) / ( ) /
g b
y w w y w w∂ ∂ − ∂ ∂  i s  n o w h e r e  s t r i c t l y  n e g a t i v e  o n  w W∈  w h i l e  ( ) /
g
y w w∂ ∂  
( ) / ( , )
b b g
y w w w ε ε> ∂ ∂ ∀ ∈  s o  t h a t  T e r m  I I  i s  n o n - n e g a t i v e .   
 
T e r m  I I I .  I f  g o o d  g r o w i n g  c o n d i t i o n s  a r e  m o r e  c o m m o n ,  o r  0 . 5pi > ,  t h e n  m o n o t o n i c i t y  
c o n d i t i o n  ( ) ( )
g b
y w y w w W≥ ∀ ∈  e n s u r e s  t h a t  T e r m  I I I  i s  n e g a t i v e .  A  c o m p a r a t i v e l y  h e a v y  
w e i g h t i n g  o n  t h e  g o o d  s t a t e  d i s p o s e s  t h e  L I  c o m p o n e n t  o f  y i e l d  t o w a r d  n e g a t i v e  s k e w n e s s  
w h i l e  0 . 5pi <  e n s u r e s  p o s i t i v e  s k e w n e s s .  
 
F i g u r e  2  i l l u s t r a t e s  C a s e  B  a b o v e .  I n  i t  t h e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n s  a r e  t h e  s a m e  e x c e p t  t h a t  
( )
b
y w  i s  a  r i g h t w a r d  t r a n s l a t i o n  o f  ( )
g
y w ,  p a r a l l e l  t o  t h e  w  a x i s .  B e c a u s e  o f  c o n c a v i t y ,  t h e  
v e r t i c a l  g a p  b e t w e e n  o u t p u t s  u n d e r  t h e  t w o  s t a t e s  d e c l i n e s  a s  w e a t h e r  i m p r o v e s  f r o m  a n y  i n d e x  
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 T h e  [ 0 , 1 ]∈  c o m p o n e n t  m e r e l y  p r o v i d e s  b o u n d s  o n  t h e  d e r i v a t i v e  a t  t h e  k i n k  p o i n t ,  w h e r e  t h e  
d e r i v a t i v e  f r o m  a b o v e  i s  0  a n d  t h e  d e r i v a t i v e  f r o m  b e l o w  i s  1 .  A n y  l i n e  t h r o u g h  t h e  k i n k  p o i n t  
w i t h  s l o p e  i n  [ 0 , 1 ]  d o e s  n o t  i n t e r s e c t  t h e  p r o d u c t i o n  f u n c t i o n .  
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v a l u e  
l
w  t o  a n o t h e r  v a l u e  
h
w  s u c h  t h a t  
h l
w w> .  W e a t h e r - c o n d i t i o n e d  m e a n  y i e l d  i n c r e a s e s  
w i t h  w  w h i l e  c o n d i t i o n a l  v a r i a n c e  d e c r e a s e s  w i t h  w .  S o m e w h a t  s i m i l a r  t o  t h e  a n a l y s i s  i n  
P r o p o s i t i o n  2  a n d  F i g .  1 ,  i n t r o d u c i n g  L I  c r e a t e s  m o r e  d i s p e r s i o n  o n  t h e  l e f t  t a i l  o f  t h e  y i e l d  
d i s t r i b u t i o n ,  a n d  t h i s  i s  w h a t  g e n e r a t e s  t h e  t e n d e n c y  t o w a r d  n e g a t i v e  s k e w n e s s .  F o r  C a s e  C  o n  
t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  L I  c r e a t e s  m o r e  d i s p e r s i o n  o n  t h e  r i g h t  t a i l .  I n  s p r e a d i n g  o u t  t h e  r i g h t  t a i l  
r e a l i z a t i o n s ,  i t  p r o m o t e s  p o s i t i v e  s k e w n e s s .  
A  f i n a l  c o m m e n t  a b o u t  d e c o m p o s i t i o n  ( 1 4 )  i s  t h a t  T e r m  I I  d i s a p p e a r s  w h e n e v e r  t h e  
c o n d i t i o n a l  v a r i a n c e  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  c o n d i t i o n e r .  T h i s  i s  t h e  c a s e  i n  F i g u r e  1  o f  K e r  a n d  
G o o d w i n  ( 2 0 0 0 ) ,  w h e r e  a  m i x t u r e  o f  z e r o  s k e w  w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  y i e l d  d i s t r i b u t i o n s  i s  
r e p r e s e n t e d .  T h e  c o n d i t i o n e r  i t s e l f  i s  n e g a t i v e l y  s k e w e d .  T h i s  n e g a t i v e  s k e w n e s s ,  o u r  T e r m  I ,  
e n s u r e s  n e g a t i v e  u n c o n d i t i o n a l  y i e l d  s k e w n e s s  b e c a u s e  K e r  a n d  G o o d w i n  d o  n o t  i n c l u d e  a n  
i d i o s y n c r a t i c  c o m p o n e n t  ( o u r  T e r m  I I I )  i n  t h e i r  g r a p h i c a l  m o d e l .  
 
C o n c l u s i o n  
W i t h  t h e  u l t i m a t e  g o a l  o f  m o v i n g  t h e  l i t e r a t u r e  t o w a r d  d e v e l o p i n g  a n d  t e s t i n g  h y p o t h e s e s  o n  
c o n t e x t s  i n  w h i c h  p o s i t i v e  o r  n e g a t i v e  y i e l d  s k e w n e s s  s h o u l d  b e  o b s e r v e d ,  t h i s  p a p e r  h a s  
s o u g h t  t o  d o  t h r e e  t h i n g s .  F i r s t l y ,  i t  h a s  p o i n t e d  o u t  t h a t  w h i l e  b o t h  t h e  S t r o n g  L a w  o f  L a r g e  
N u m b e r s  a n d  t h e  C e n t r a l  L i m i t  T h e o r e m  s h o u l d  i n d e e d  a p p l y  g i v e n  a d e q u a t e  a p p r o x i m a t i o n  o f  
t h e  r e l e v a n t  s t a t i s t i c a l  a s s u m p t i o n s ,  t h e r e  i s  a  c a t c h .  Y i e l d  v a r i a n c e ,  w h e n  a p p r o p r i a t e l y  
c o n d i t i o n e d ,  s h o u l d  r e c e d e  t o  z e r o  a n d  t h e  l i m i t i n g  d i s t r i b u t i o n  i s  d e g e n e r a t e .  S o  i f  s y s t e m i c  
h e t e r o g e n e i t i e s  e x i s t  i n  t h e  d a t a  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n ,  t h e s e  w i l l  d o m i n a t e  t o  d e t e r m i n e  t h e  
s h a p e  o f  t h e  y i e l d  d i s t r i b u t i o n .  S e c o n d l y ,  i t  h a s  i d e n t i f i e d  a n  e f f e c t  t h a t  t i l t s  t h e  s k e w n e s s  o f  
a g g r e g a t e  y i e l d  t o  b e  m o r e  n e g a t i v e  t h a n  w e a t h e r  f a c t o r  s k e w n e s s  w h e n e v e r  t h e  w e a t h e r  f a c t o r  
e x p r e s s e s  a  p o s i t i v e  b u t  d i m i n i s h i n g  m a r g i n a l  i m p a c t  o n  a g g r e g a t e d  m e a n  y i e l d .  T h i r d l y ,  
m o v i n g  t o  d i s a g g r e g a t e d  y i e l d s  g e n e r a t e s  t w o  f u r t h e r  e f f e c t s .  T h e  p a p e r  s h o w s  t h a t  b o t h  c o u l d  
a c t  t o  i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e  y i e l d  s k e w n e s s  a t  t h e  s m a l l  p l o t  l e v e l  o f  a n a l y s i s .   
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T h e  p a r a m o u n t  q u e s t i o n  w h e n  c o n d i t i o n i n g  y i e l d  d i s t r i b u t i o n s  i s  t o  w h a t  e n d  t h e  r e s u l t s  
w i l l  b e  p u t .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c r o p  i n s u r a n c e ,  c o n d i t i o n e r s  s h o u l d  b e  w h a t  c a n  b e  o b s e r v e d  a t  
e c o n o m i c a l l y  l o w  c o s t  b y  t h e  i n s u r e r  b e f o r e  c o n t r a c t u a l  a g r e e m e n t .  I d e a l l y  t h a t  w i l l  i n c l u d e  
c l a y  c o n t e n t ,  w a t e r  h o l d i n g  c a p a c i t y ,  a n d  o t h e r  a g r o n o m i c  c h a r a c t e r i s t i c s ,  a s  w e l l  a s  p r e - s e a s o n  
w e a t h e r  v a r i a b l e s  s u c h  a s  s o i l  m o i s t u r e  o r  E l  N i ñ o .  T h e  g r o w i n g  l i t e r a t u r e  o n  y i e l d  
d i s t r i b u t i o n s  s e e k i n g  t o  a c c o u n t  f o r  s p a t i a l  e f f e c t s  h a s  y e t  t o  c o n t r o l  f o r  l a n d  h e t e r o g e n e i t y  
b e y o n d  t h e  u s e  o f  l o c a t i o n  i n d i c a t o r s ,  e . g . ,  O z a k i  e t  a l .  ( 2 0 0 8 ) .  T h i s  i s  u n d e r s t a n d a b l e  b e c a u s e  
t h e  f o c u s  i s  o n  o t h e r  a s p e c t s  o f  s y s t e m i c  v a r i a t i o n .  B u t  i m p r o v e m e n t s  i n  g e o g r a p h i c a l  
i n f o r m a t i o n  s y s t e m s  a n d  e f f o r t s  b y  y i e l d  m o d e l e r s  i n  t h e  c l i m a t e  c h a n g e  l i t e r a t u r e  s u g g e s t  t h a t  
s u c h  c o n d i t i o n i n g  s h o u l d  b e  f e a s i b l e .  
I n  o r d e r  t o  b e t t e r  e x p l a i n  w h a t  r e m a i n s ,  m o r e  a t t e n t i o n  n e e d s  t o  b e  p a i d  t o  h o w  w e a t h e r  
v a r i a b l e s  s h a p e  y i e l d  d i s t r i b u t i o n s .  T h i s  m a t t e r s  b e c a u s e  w e a t h e r  d e r i v a t i v e  m a r k e t s  m a y  b e  o f  
u s e  i n  r e a s s u r i n g  c r o p  i n s u r a n c e  p r o d u c t s  ( W o o d a r d  a n d  G a r c i a  2 0 0 8 ) .  T h e  c o n n e c t i o n s  a l s o  
m a t t e r  b e c a u s e ,  a s  a l l  o u r  p r o p o s i t i o n s  d e v e l o p  u p o n ,  t h e s e  c o n n e c t i o n s  c a n  h e l p  u s  b e t t e r  
u n d e r s t a n d  y i e l d  d i s t r i b u t i o n  t a i l s .  
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A p p e n d i x  
R e l e v a n t  L a r g e  N u m b e r  a n d  L i m i t  L a w s  
L e t  ( )P ⋅  b e  a  p r o b a b i l i t y  m e a s u r e  o n  s o m e  p r o b a b i l i t y  s p a c e  ( , , ( ) )PΩ ⋅S ,  w h e r e  ( )P A  i s  t h e  
p r o b a b i l i t y  a t t a c h e d  t o  c o n d i t i o n  s e t  A ⊆ S .
6
 O u r  a n a l y s i s  d e p e n d s  c r u c i a l l y  u p o n  l a r g e  
n u m b e r  t h e o r y ,  w h e r e  w e  c h o o s e  t o  e m p h a s i z e  t h e  s t a n d a r d  S t r o n g  L a w .  L e t  
1 2
, , . . .x x  b e  
i n d e p e n d e n t  r a n d o m  v a r i a b l e s  h a v i n g  t h e  s a m e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n ,  i . e . ,  t h e y  a r e  
i n d e p e n d e n t  d r a w n  f r o m  i d e n t i c a l  d i s t r i b u t i o n s  ( i . i . d . ) .  
S t r o n g  L a w  o f  L a r g e  N u m b e r s  ( S L L N )  ( L a m p e r t i  1 9 9 6 ,  p .  5 0 ) .  F o r  i . i . d .  r a n d o m  v a r i a b l e s  
1 2
, , . . .x x  w i t h  d i s t r i b u t i o n  ( )
i
F x ,  a s s u m e  t h e i r  e x p e c t e d  v a l u e ,  ( )
i i
x d F xµ =
∫
,  e x i s t s .  T h e n   
( A 1 )  
1
. . .















C o n d i t i o n  ( A 1 )  i s  a l s o  c o m m o n l y  r e f e r r e d  t o  a s  a l m o s t  s u r e  c o n v e r g e n c e .  E s s e n t i a l l y ,  t h i s  










 d o e s  n o t  c o n v e r g e  t o  
t r u e  m e a n  µ  i s  n e g l i g i b l e .  T h e  i m p l i c a t i o n s  a r e  v e r y  s t r o n g ;  t h e  l a w  a l l o w s  f o r  M o n t e  C a r l o  
m e t h o d s  t o  i d e n t i f y  a s y m p t o t i c a l l y  e x a c t  e s t i m a t e s  o f  t h e  t r u e  e x p e c t a t i o n  o f  s o m e  f u n c t i o n  














E  w h e r e  t h e  
i
x  a r e  i n d e p e n d e n t  d r a w s  f r o m  a  
c o m m o n  d i s t r i b u t i o n  a n d  
[ ]
⋅E  i s  t h e  e x p e c t a t i o n  o p e r a t o r  w i t h  r e s p e c t  t o  t h a t  d i s t r i b u t i o n .  
W h i l e  t h e  l a w  e s t a b l i s h e s  w h a t  t h e  m e a n  c o n v e r g e s  t o  ( a l m o s t  s u r e l y ) ,  i t  p r o v i d e s  v e r y  
l i m i t e d  i n f o r m a t i o n  o n  h o w  c o n v e r g e n c e  o c c u r s .  T h a t  i s  l e f t  t o  t h e  C e n t r a l  L i m i t  T h e o r e m ,  
w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  d i s t r i b u t i o n  a  s a m p l e  m e a n  i s  l i k e l y  t o  f o l l o w  w h e n  t h e  s a m p l e  s i z e  i s  
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 S e e  p .  4 6  o f  C a p i  s k i  a n d  K o p p  ( 2 0 0 4 )  o n  p r o b a b i l i t y  s p a c e s .  T h e  t e c h n i c a l  d e t a i l s  h e r e  a r e  
n o t  r e l e v a n t  t o  o u r  a n a l y s i s  b u t  a r e  n e e d e d  i n  o r d e r  t o  b e  p r e c i s e  a n d  a v o i d  c o n f u s i o n  w h e n  
i n v o k i n g  w i d e l y  c i t e d  l a r g e  n u m b e r  r e s u l t s .  
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l a r g e .  D i s t r i b u t i o n  b e i n g  a  f u n c t i o n ,  t o  c h a r a c t e r i z e  a  C e n t r a l  L i m i t  T h e o r e m  o n e  m u s t  h a v e  a  
c o n c e p t  o f  h o w  t o  m e a s u r e  c o n v e r g e n c e  b e t w e e n  f u n c t i o n s .    
C o n v e r g e n c e  i n  D i s t r i b u t i o n  ( B a i n  a n d  E n g e l h a r d t  1 9 9 2 ,  p .  7 1 ) .  P r o b a b i l i t y  m e a s u r e  ( )
n
xυ  i s  
s a i d  t o  c o n v e r g e  i n  d i s t r i b u t i o n  t o  m e a s u r e  ( )xυ ,  w r i t t e n  a s  
d i s t
n
υ υ→ ,  i f    





f o r  a l l  v a l u e s  o n  t h e  d o m a i n  o f  x  a t  w h i c h  ( )xυ  i s  c o n t i n u o u s .  
 
T h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i s  c o n t i n u o u s  e v e r y w h e r e  s o  t h e  i s s u e  o f  c o n t i n u i t y  i s  m o o t .  
C e n t r a l  L i m i t  T h e o r e m  ( C L T )  ( L a m p e r t i  1 9 9 6 ,  p .  9 5 ) .  L e t  
1 2
, , . . .x x  b e  i . i . d .  r a n d o m  v a r i a b l e s  
h a v i n g  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  ( )
i
F x .  A s s u m e  t h a t  t h e i r  e x p e c t e d  v a l u e ,  µ ,  a n d  v a r i a n c e ,  2σ ,  
a r e  b o t h  f i n i t e .  D e f i n e  
1
( . . . ) /
n n
x x x n≡ + + .  T h e n   
( A 3 )  
( 0 , 1 )
( )
N o r ( ) ,













w h e r e  
2
( , )
N o r ( )xµ σ  i s  t h e  c u m u l a t i v e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  m e a n  µ  a n d  v a r i a n c e  
2σ .   
 
C o m p a r i n g  t h e  l a w  a n d  t h e  t h e o r e m ,  t h e y  m a y  a p p e a r  t o  b e  i n c o n s i s t e n t .  T h e  S L L N  a s s e r t s  
t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  m e a n  c o n v e r g e s  t o  a  d i s t r i b u t i o n  w i t h  d i s c o n t i n u i t y  a t  µ ,  o r   


















H o w e v e r ,  d i v i d e  t h r o u g h  b y  n  a n d  u s e  s c a l i n g  p r o p e r t i e s  o f  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  t o  
c o n s i d e r  a n  a l t e r n a t i v e  v e r s i o n  o f  ( A 3 )  a s  
( A 5 )  
1
( 0 , )
N o r ( ) .














I n  t h i s  c a s e ,  a s  n → ∞  t h e n  t h e  v a r i a n c e  o f  t h e  m e a n  c o n t r a c t s  t o w a r d  0 ,  o r  
2




= ,  
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a n d  t h e  d i s t r i b u t i o n  d o e s  i n d e e d  b e c o m e  d e g e n e r a t e  w i t h  a  d i s c o n t i n u i t y  a t  x µ= .  F a c t o r  n  
i n  ( A 3 )  i s  r e q u i r e d  t o  e n s u r e  a  n o n - d e g e n e r a t e  l i m i t i n g  d i s t r i b u t i o n .  I t  i s  o f t e n  c a l l e d  a  




P r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1 .  F r o m  t h e  S L L N  w e  k n o w  t h a t  t h e  w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  m e a n  y i e l d  o v e r  
t h e  r e g i o n  c o n v e r g e s  t o  ( )wµ  w i t h  p r o b a b i l i t y  1 ,  o r   





L i m ( ) ( ) 1 ; ( ) ( ) .
n
n n n i
i






W e  w i l l  p r o c e e d  i n  t w o  s t e p s .  T h e  f i r s t  u s e s  t h e  S L L N  t o  g e t  a  w e a t h e r - c o n d i t i o n e d  l i m i t i n g  
d i s t r i b u t i o n .  T h e  s e c o n d  u s e s  t h e  B o u n d e d  C o n v e r g e n c e  T h e o r e m  t o  e x t e n d  a n  i m p l i c a t i o n  f o r  
t h e  u n c o n d i t i o n a l  d i s t r i b u t i o n .  
S t e p  1 :  ( U s i n g  S L L N ) .  C o n s i d e r  f u n c t i o n  s e q u e n c e   

















w h e r e  [ ]I C  i s  t h e  i n d i c a t o r  f u n c t i o n  w i t h  v a l u e  1  i f  c o n d i t i o n  C  a p p l i e s  a n d  v a l u e  0  o t h e r w i s e .  




y w  t o  ( )wµ  u n d e r  S L L N ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  f u n c t i o n  
l i m i t  e x i s t s  a n d  i s  g i v e n  b y  
( A 8 )  
1 , ( ) ;
( , ) L i m ( , )
0 , ( ) .
n n
w y











S t e p  2 :  ( U s i n g  t h e  B o u n d e d  C o n v e r g e n c e  T h e o r e m ) .  T h i s  t h e o r e m ,  a  c o r o l l a r y  o f  t h e  
D o m i n a t e d  C o n v e r g e n c e  T h e o r e m ,  g i v e s  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h i c h  t h e  L i m
n → ∞
 a n d  ∫  o p e r a t i o n s  
c o m m u t e .   
T h e o r e m :  ( L e w i n  1 9 8 7 ) .  F o r  a  b o u n d e d  i n t e r v a l  A ⊂ ℝ ,  s u p p o s e  t h e  s e q u e n c e  o f  f u n c t i o n s  
( ) :
n
f x A → ℝ  s a t i s f i e s  ( ) ( )
n
A
f x v x d x < ∞
∫
 f o r  ( )v x  a  d e n s i t y  f u n c t i o n  a n d  f o r  a l l  
0
n ∈ ℕ ,  
                                                 
7
 I n  e c o n o m e t r i c  t h e o r y ,  C L T  c a n  b e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  l o w  v a r i a n c e  e s t i m a t o r  d i s t r i b u t i o n s  s o  
t h a t  s t a n d a r d  s i g n i f i c a n c e  t e s t s  c a n  b e  e m p l o y e d .  
1 9  
 
0
ℕ  t h e  n a t u r a l  n u m b e r s  o t h e r  t h a n  0 .  S u p p o s e  a )  t h e  s e q u e n c e  c o n v e r g e s  a l m o s t  e v e r y w h e r e  t o  
a  l i m i t  f u n c t i o n  ( ) :f x A → ℝ ,  a n d  b )  t h e r e  e x i s t s  a  n u m b e r  Γ ∈ ℝ  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  
0
n ∈ ℕ ,  
( ) ( )
n
f x v x M≤  f o r  a l m o s t  a l l  x A∈ .
8
 T h e n  ( ) ( )
A
f x v x d x < ∞
∫
,  a n d   
( A 9 )  L i m ( ) ( ) L i m ( ) ( ) ( ) ( ) .
n n n n
A A A
f x v x d x f x v x d x f x v x d x





I n  p a r t i c u l a r ,  o u r  u s e  o f  t h e  t h e o r e m  i n v o l v e s  t h e  l i m i t i n g  b e h a v i o r  o f  ( , ) ( )
n
u w y g w d w
∫
 
s i n c e  t h a t  p r o v i d e s  a  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  l i m i t i n g  y i e l d  d i s t r i b u t i o n .  N o t e  t h a t  
( A 1 0 )  




( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
n
w
n n i n
i
W W Y Y Y
u w y g w d w I y w y d F y g w d w P y y
=
= ≤ = ≤
∏
∫ ∫ ∫ ∫ ∫
⋯  
o r  t h e  u n c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  m e a n  u p o n  d r a w i n g  f r o m  n  p l o t s  i s  n o  m o r e  t h a n  y i e l d  
v a l u e  y .  T a k i n g  t h e  l i m i t ,  n o t i n g  t h a t  ( )
n
u g w ≤ Γ  t o  s a t i s f y  t h e  t h e o r e m ’ s  c o n d i t i o n  b ) ,  a n d  
u s i n g  s t e p  1  t o  s a t i s f y  t h e  t h e o r e m ’ s  c o n d i t i o n  a ) ,  t h e  B o u n d e d  C o n v e r g e n c e  T h e o r e m  i m p l i e s  
( A 1 1 )  
1
( )
L i m ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) [ ( ) ] .
n n
W W w y








B u t  
1
( ) [ ( ) ]T y G yµ −= .       
 
D e t a i l s  f o r  E x a m p l e  1 .  W h e n  w  i s  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  w i t h  m e a n  µ  a n d  v a r i a n c e  2σ ,  t h e n   











T h e r e f o r e ,   
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 H e r e ,  a l m o s t  a l l  m e a n s  a l m o s t  e v e r y w h e r e  o r  w i t h  p r o b a b i l i t y  1 .  T h e  t e c h n i c a l  a s s u m p t i o n  i s  
i n n o c u o u s  i n  o u r  c o n t e x t .  
2 0  
 








2 2 2 2
2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
3
3





2 33 3 3
1 1 1
2 2 0 . 5 3 1 . 5 33 3 3
1 1 1





w w w w
w w e e
e e
e e e e
e e e e
λ λ
λ λ
λ λ λ λ
λ θ λ σ λ θ λ σ λ θ λ σ λ θ






− − − −















       
= − −
       
= − −
E E E E
E E




2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
4 . 5
3 1 . 5 33
1
3 2 .e e e
λ σ
λ θ λ σ λ σ λ σλ − += − −
 
A l s o ,   




( ) ( )
( )
2 2
2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
2
2




2 2 2 22 2 2
1 1 1
( ) ( )
1 .
w w
w w w w
w w e e
e e e e
e e e e
λ λ
λ λ λ λ
λ θ λ σ λ θ λ σ λ θ λ σ λ σ




− − − −










     
= − = −
     
 
 
= − = −
E E E E
E E E E  
S o  






2 2 2 2 2 2
2 2 2 2
2 2 2 2
2 2
2 2
2 2 2 2
2
2 2 2
3 1 . 5 33
3
1













λ θ λ σ λ σ λ σ λ σ λ σ

















=  a n d  w r i t e  t h i s  a s   




( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( )









( ) 1 2
1 1










ϒ = − = − = − − +
− −
= − − + <
 
 
P r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  3 .  F o r  p a r t s  i )  a n d  i i ) ,  s i m p l y  e x t e n d  t h e  p r o o f  o f  P r o p o s i t i o n  1  t o  a l l o w  
f o r  c o n d i t i o n i n g  o n  z  a l s o .  F o r  p a r t  i i i ) ,  n o t e  t h a t   
( A 1 7 )  
( )
|
( ) [ ( ; ) ] P r o b y i e l d | ,
w
L y M r y w y w= = ≤  
w h e r e  w  h a s  d i s t r i b u t i o n  ( )G w .  T h e n  i n t e g r a t e  t h r o u g h  t o  o b t a i n  t h e  u n c o n d i t i o n a l  y i e l d  
d i s t r i b u t i o n   
2 1  
 
( A 1 8 )  
( ) ( )
[ ( ; ) ] ( ) P r o b y i e l d | ( ) P r o b y i e l d .
W W
M r y w d G w y w d G w y= ≤ = ≤
∫ ∫
 
S i m i l a r l y ,  
( )
|
( ) [ ( ; ) ] P r o b y i e l d |
z
T y G h y z y z= = ≤  a n d  
( A 1 9 )  
( ) ( )
[ ( ; ) ] ( ) P r o b y i e l d | ( ) P r o b y i e l d .
Z Z
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